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高等代数是一门抽象性较强的数学专业基础课， 

含有丰富的代数学思想，是进一步学习抽象代数、 
同调代数、李代数的一门重要的基础课程。 

经过多年的教学实践，在高等代数的教学中 

引入范畴论的思想方法，不但能够使学生从更高的 

观点去透彻把握这门课程，更深入地理解知识间的 

联系，并且还可以牢固掌握代数学的思想方法， 

如同构、等价关系及等价分类、直和分解、 化归转化 

等重要思想，体会学习数学的乐趣，而不是枯燥无 

味，因为掌握数学思想方法比知识更重要。



域F上的线性空间就是特殊的模，把线性空 

间看成对象，把线性映射看成态射，态 
射的合成是线性映射的乘积，则所有的 
线性空间构成Abel范畴。 

一、模与范畴的思想



l B m A n  F F F 
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线性空间对应到 

从列的方向来看，我们可以把它看成是函子G， 

G是双重意义的对应，一方面，它把任一个n维 
n F  ，同时在取定两组基下， 

它把线性映射对应到矩阵，并且满足 

) ( ) ( ) ( Α Β = ΒΑ  G G G 

易证函子G是一个加法、共变、 

正合、可逆、完全忠实的函子。



交换图是范畴论中非常有用的基本工具和 
研究对象，在线性空间、线性映射、线 
性变换的教学中就可以引入交换图。 

二、交换图与同构的思想 

设V是n维线性空间，W是m维线性空间 

W V → Α : 
是线性映射，取定V的一组基



n α α α  , , ,  2 1  L 和W的一组基  m β β β  , , ,  2 1  L 

设  A m n  ) , , , ( ) , , , (  2 1 2 1 β β β α α α L L = Α 

定义线性映射  m n  F F → ， 即对任意的 

AX X F X  n  a , ∈ 

另一方面，还存在线性空间的同构定理 
n F V → : 1 η  m F W → : 2 η 

: A 对于  , A



则 （1）存在交换图 

m A n  F F 

W V 

 →  
↓ ↓ 

 →  Α



即  1 2 η η  A = Α ，且  A Im ) (Im 2 = Α η 

KerA Ker = Α) ( 1 η 

（2） 
) ( } dim{ } { dim ) dim(Im ) dim(Im  A r A F X AX L A  n = = ∈ = = Α 的列空间 

（3） 
) ( 0 ) dim( ) dim(  A r n AX KerA Ker − = = = = Α 的解空间的维数 方程组 

（4） 维数公式  ) dim( ) dim( ) dim(Im  V Ker = Α + Α



（6） 

（5） 

（7） 

n A r Ker = ⇔ = Α ⇔ Α  ) ( } 0 { 是单的线性映射 

m A r W = ⇔ = Α ⇔ Α  ) ( Im 是满的线性映射 

作为线性空间的同构 
n m m n 

F F  F F F Hom W V Hom × ≅ ≅  ) , ( ) , (



通过上述的交换图，就可以把高等代数众多的 

重要的知识联系起来，如线性相关性、基、维数、 

坐标、线性映射在基下的矩阵、矩阵的秩、线性 

方程组的解的理论、单射、满射、同构、子空间等。



再取定V的另一组基  ' ' 
2 

' 
1  , , ,  n α α α L 

和W的另一组基  ' ' 
2 

' 
1  , , ,  m β β β L ，设 

B m n  ) , , , ( ) , , , (  ' ' 
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' 
1 

' ' 
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' 
1 β β β α α α L L = Α 

并设基 到基  ' ' 
2 

' 
1  , , ,  n α α α L n α α α  , , ,  2 1  L 

的过渡矩阵为P，基  m β β β  , , ,  2 1  L 到基 
' ' 

2 
' 
1  , , ,  m β β β L 的过渡矩阵为Q  , 

则存在交换图
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即有 

AP Q B  1 − = 

又因为P，Q为可逆阵， 

所以矩阵 

QB AP = ，从而 

A  与 B  相抵，



这就说明了同一个线性映射在两对不同基下所对应 

的矩阵是相抵；反之也成立，即两个矩阵相抵， 

它们可以看成同一个线性映射在不同基下所对应 

的矩阵。因为两个矩阵相抵是等价关系，从而 

可以进一步求出相抵的标准形，求出尽可能 

简单的代表元，也就是可以进行等价分类。 

从交换图还可以知道同一个线性映射在两对 

不同基下所导出的不同函子是一个自然等价。



三、化归转化思想 

• 设V是n维线性空间，  V V → Α : 

是线性变换，取定V的一组基  n α α α  , , ,  2 1  L ，设 

A n n  ) , , , ( ) , , , (  2 1 2 1 α α α α α α L L = Α 

对于  A  ，定义线性映射  : A  n n  F F → 

即对任意的  AX X F X  n  a , ∈



另一方面，还存在线性空间的同构定理 
n F V → : η 

则（1）存在交换图 

n A n  F F 

V V 

 →  
↓ ↓ 

 →  Α 

η η  A = Α



（2）线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似； 

反之也成立，两个矩阵是相似，它们可以 

看成同一个线性变换在不同基下所对应的矩阵。 

该交换图有助于理解线性变换和矩阵的特征值 

及特征向量，线性变换和矩阵的是否可对角化 

问题及相似标准型（若尔当标准型）。



因为作为域F上的结合代数的同构 
n n n n 

F F  F F F Hom V V Hom × ≅ ≅  ) , ( ) , ( 

则线性变换的三种运算（加法、数乘、乘法） 

与n阶矩阵的三种运算相互转化，从而为 解决 

问题提供一种极其重要的方法，同时也达到 

事半功倍的效果，还可以欣赏这一转化的 

美妙与精彩。



四、对偶函子 

• 线性函数作为线性映射的特例，所有的 
线性函数构成一个线性空间 

) , (  F V Hom F 
当然也是模，我们把  ) , (  F Hom F − 

看作是一个对偶函子D，则存在交换图
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由于恒等函子I与  2 D  是一个自然等价， 

这就有助于理解对偶基、对偶空间的概念， 

同时也深刻理解：任一个有限维的线性空间 

都与它的对偶空间是同构。



五、三个例子 

• 例1 给定数域F上有限维线性空间 
) 1 , , 2 , 1 , 0 ( + =  n i V i  L 

其中  } 0 { 1 0 = = + n V V  是零空间， 

线性映射  ) , , 2 , 1 , 0 ( :  1  n i V V f  i i i  L = → + 

满足条件  ) 1 , , 1 , 0 ( Im 1 − = = +  n i f Kerf  i i  L



则有  0 dim ) 1 ( 
1 

= − ∑ 
= 

i 

n

i 

i  V 

注：满足例1条件的这个系列 

0 0  1 2 1 0 
2 1  →    →   →   →   →  −  n n  f 

n 
f f f f  V V V  L 

称为线性空间的正合列，并且由维数公式易证 

例1的结论，这也是模的正合列的长度公式。



例2 设  T 是线性空间V上线性变换，则有 

（1） L L ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆  k KerT KerT KerT  2 } 0 { 

（2） L L ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  k T T T V  Im Im Im  2 

（3）若V是n维线性空间，则存在正整数 
1 , + =  k k  KerT KerT k 使得  ,并且对一切 

t k k  KerT KerT t + = ≥ 的整数有 1



t s s  T T t + = ≥  Im Im 1 的整数有 

（4）若V是n维线性空间，则存在正整数 
1 Im Im , + =  s s  T T s 使得 ，并且对一切 

（5）若V是n维线性空间，则 
k k  T KerT V  Im ⊕ = 

（6）若V是n维线性空间，则 
1 + =  k k  KerT KerT  1 Im Im + = ⇔  k k  T T



例3 设V，U是有限维线性空间， 

U V → : ϕ 是线性映射，则有 

（1）存在有限维线性空间W与满的线性映射 

W V → : φ ，单的线性映射  U W → : σ 

，使得 σφ ϕ = 。



（2） （1）中的分解在同构意义下是唯一的， 

即若存在另一个有限维线性空间  1 W  与满的 

线性映射  1 1  :  W V → φ ，单的线性映射  U W → 1 1  : σ 

使得  1 1 φ σ ϕ = ，则存在线性空间同构 

1 :  W W → θ ，使得 σ θ σ φ θφ = =  1 1 ,
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